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l

Notations : .
On désigne par F 1l'ensemble des fonctions réelles f défipieg et
+00

continues sur [0,+oc[ et telles que 1l'intégrale JO e T (f(t))2dt converge.

On note E le R-espace vectoriel des fonctions polynémiéles réelles
définies sur [0,+oof et, pour tout n de N, E  le sous-espace de E formé par
les fonctions polyndmiales de degré inférieur ou égal a n.

On pose, pour tout n de N,

@, + [0,+o — R et L : [0,+0f — R
t ~thet ot eet oM ()
(n) :

ol @, désigne la dérivée n-iéme de ¢,.

I. Premiére partie

o
1) Soit (f,g) € F°. Montrer que 1'intégrale JO e”' f(t) g(t) dt est
absolument convergente.

2) Etablir que F est un R-espace vectoriel et que

+00
(f,g) » (flg) = ‘[0 e"tf(t) g(t) dt
est un produit scalaire sur F.

Dans la suite on notera | || la norme euclidienne associée.
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3) Vérifier que E est un sous—espace vectoriel de F.
4) Soit n € N. Montrer ‘que L, est un €lément de E ; on précisera le degré
de L, et le coefficient a,, de tk dans 1l'expression de L.

Expliciter L, et L,.

5) Calculer, pour tout n et m de N, (LnILm). (On pourra utiliser des
intégrations par parties).

. 1
6) En déduire que, pour tout n de N, la famille G;T Lk] est une base
. ! 0

<k <n
.orthonormale de E,.

7) Soit n € N et P, définie par :
Vt € [0,40[ P (t) = L,,(t) + (t-20n-3) L_,, (t).

a) Montrer que P € E,.

b) Etablir : ¥n >1 Vk € {0,..., n-1} (P IL.) = 0.
¢) En déduire, pour tout n-de N : _ s -
Yt € [0, +oof Li,o(t) + (t-2n-3) L ,,(t) + (n+1)? L, (t) = 0.

II. Deuxiéme partie

Pour toﬁt réel a on définit f, par : Vt € [0,+o[ f,(0) = e"at,

1) Donner wune condition nécessaire et suffisante sur a pour que f_ soit un
élément de F.

Dans la suite on suppose que f, € F.
2) Soit n € N.

k
a) Montrer que, pour tout k de {0,...,n}, (Lklfa)= k! ———i————
(1+a)k+1

b) En déduire l'expression du projeté orthogonal de f, sur E_, noté
S,a+ en fonction des Lk.

c) Calculer Is I,

d) En déduire que la suite (5,4)

converge vers f  dans F muni
de Il I. "N



III.

3) Soit X € [0,+0o[, A fixé. On considére la série entiére :E

n20
note R, son rayon de convergence et G, sa somme.

a) Montrer que : ¥vn € N IL, (M) 1 < n! (1+0)"
b) En déduire que R, > 0.

Dans la suite on admet que R, = 1.

L, (N

n!

x". On

¢) En wutilisant la relation du I.7) c), montrer que G, est solutlon sur

]-1,1[ de 1'équation différentielle

(E)) : (1-x)%y'=(l-x-\) y = 0.

d) Résoudre (E,) sur ]-1,1[ et en déduire 1'expression de Gy

4) En utilisant ce qui préceéde, démontrer que la suite de fonctions

(Sna)neiN converge simplement sur [0,+oo] vers £,

Troisiéme partie

Dans toute cette partie n désigne un élément fixé de .

1) a) Etablir : Vt € [0,+o[ L,,,(t) =t L) (t) + (n+l-t) L_(t)

remarquer que ¢, ., (t) =t @ (t)).

b) En wutilisant la relation du I.7) c) et ce qui préééde,

(€,) : t z" + (1-t)z' + nz = 0.

(On pourra

montrer que
L, est solution  sur (0, +oo] de 1l'équation différentielle

2) Soit Z une solution de (€,) sur ]0,+oo[, linéairement indépendante de L,

a) Justifier l'existence de Z et établir l'existence d'un réel o > 0 tel

que L, ne s'annule pas sur ]0,x[

Z
b) Sur ]J0,x[ on pose U = —

Déterminer une équation différentielle

L
n
vérifiée par U sur )0, et en déduire qu'il existe un réel K non

K
nul tel que U'(t) ~ e au voisinage de 0 a droite.

Etudier la limite de U(t) quand t tend vers 0

3) Déterminer la dimension du R-espace vectoriel des solutions de (¢,) sur

[0, +ocf .
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4)

5)

Soit (a,b) € RR avec 0 < a < b. On considére 2, et Z, deux solutions
linéairement indépendantes de (¢,) sur ]0,+oo[ et on suppose

Z,(a) = Z,(b) =0

Z, ne s'annule pas sur la,bl

Montrer que Z, s'annule une et une seule fois sur Ja,b[. (On pourra
utiliser la fonction W = Z1Zé - zzz; et calculer W').

ybntrer que toute solution non nulle de (€,) sur 10,+00[ s'annule un \
nombre fini de fois dans ]0,+oo[



