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SERIE P

coMPosITI ON DE 1VIATHEIUATI QUE S

Vendredi 27 mai 1994 de 8 h ù 12 h

ATTEIr{TIOI{ : Votre copie est destinée à, être corrigée et notée.
Il sera tenu compte de la qualité, de la présentatiort et de l'ortlrcgraplt'e.
"L'u,sage de la calculatrice est autorisé".

Nota t ions  '  :

1
O n  d é s i g n e  p a r  F  l ' e n s e m b l e  d e s  f o n c t i o n s  r é e l l e s  f  d é : f ï n i e r .  

" i(l+oo, , ' b

I
c o n t i n u e s  s u r  [ 0 , + o o 1  e t  t e l l e s  q u e  I ' i n t é g r a l e  

l O  " - t  
( f  ( t )  ) 2 d t  c o n v e r g e .

O n  n o t e  E  l e  [ R - e s p a c e  v e c t o r i e l  d e s  f o n c t i o n s  p o l y n ô m i a l e s  r é . e i l e s

d é f  i n i e s  s u r  [ 0 , + o o 1  € t ,  p o u r  t o u t  n  d e  [ N ,  E n  l e  s o u s - e s p a c q .  d "  E  f o r m é  p a r

1 e s f o n c t i o n s p o l y n ô r n i a 1 e s d e d e g r é i n f é r i e u r o u é g a I à n .

0 n  p o s e ,  p o u r  t o u t  n  d e  [ N ,

gn  :  [0 ,+oo i  - r  f t  e t  Ln t  [0 ,+oo[  - - - -  IR

t  r +  g n " - t  t  -  e t  , a [ n )  t t l

o ;  e f n '  d é s i g n e  l a  d é r i v é e  n - i è m e  d e  < p " .

I .  P r e m i è r e  p a r t i e

1 )  S o i t  ( f , g )  Ê  F 2 .  M o n t r e r  q u e

abso lument  convergente  .

f**
f  i n t é g r a l e  l o  

e - t  f ( t )  g ( t )  d t  e s t

2 )  E tab l i r  que  F  es t  un  lR-espace  vec to r ie l  e t  que

f**
( f , g )  *  ( f l g )  =  

l o  
e - t f ( t )  g ( t )  d t

es t  un  p rodu i t  sca la i re  su r  F .

Dans la  su i te  on notera l l  l l  la  norme eucl id ienne associée.
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3 )  V é r i f i e r  q u e  E  e s t  u n  s o u s - e s p a c e  v e c t o r i e l  d e  F .

4)  So i t  n  €  0 . ,1 .  Mont re r  que Ln  es t  un  é Iénent  de  E ;  on  préc isera  le  degré

d e  L n  e t  l e  c o e f f i c i e n t  â n k  d e  t k  d a n s  l ' e x p r e s s i o n  d e  L n .

E x p l i c i t e r  L o  e t  L 1 .

5 )  C a l c u l e r ,  p o u r  t o u t  n

in tégra t ions  par  pa r t ies )

e t d e  l N ,  ( L n  l L ,  ) .  ( O n  p o u r r a  u t i l i s e r  d e s

6 ) En dédu i re  eu€,  pour  tou t  n  de  IN,  la  f  an i l le

srthortormale de En .

7 )  S o i t  n  €  [ . ]  e t  P n  d é f i n i e  p a r  :

[+'-)o_.**e s t  u n e  b a s e ,i

I

I

I

V t €

a)  Mont re r  que

b )  E t a b l i r  :  V n

[ 0 , + o o 1  P n ( t )  =  L n + 2 ( t )  + ( r - 2 n - 3 )  L n + 1  ( r )

p c tr^ n  - n '

>:? 1 Vk c {0, n - 1 )  ( P n l l k )  =  0 .

c  )  E n  d é d u i r e ,  p o u r  t o u t  n . d e  h l  :

Vt Ë [0,  +ooJ L n + 2 ( t )  +  ( t - 2 n - 3 )  L n + 1 ( r ) +  ( n + 1 ) 2  L n ( r )  =  o

Deux ièrne  par t ie

P o u r  t o u t  r é e l  a  o n  d é f i n i t  f a  p a r  :  V t  €  [ 0 , + o o 1  f " ( t )  =  e - " t

1)  Donner  une  cond i t i on  nécessa i re  e t  su f f i san te  su r  a  pour  que  fa  so i t  un
é lément  de  F .

Dans  Ia  su i te  on  suppose  que  fa  e  F .

2 ) S o i t n € f . i .

I I

" ka)  Mont re r  euê ,  pour  tou t  k  de { 0 , . . . , r } ,  ( L r l f "  ) =

E n  d é d u i r e  1 ' e x p r e s s i o n  d u  p r o j e t é  o r t h o g o n a l
S n a ,  e n  f o n c t i o n  d e s  L k .

C a l c u l e r  l l  S n  a  l l 2  .

k !
( 1 + a r k + 1

d e  f a  s u r  E n ,  n o t éb )

c )

d) En dédui re que

de ll lt .
sui te (  Sn" )  

neî , ,  
converge vers fa dans F nunil a
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3) Soi r  À € [0 ,+oo[ ,  À f ixé.  On considère Ia sér ie  enr ière 2 

t ! t i '  
* " .  on

note RÀ son rayon de convergence et. GÀ sa sonme. 
tii 'o n!

a)  Monrrer  que :  Vn € lN l ln  (À)  |  <  n!  (1+. \ )n.

b)  En dédui re que R^ > 0.

D a n s  l a  s u i t e  o n  a d m e t  q u e  R À  =  1 .

c )  E n  u t i l i s a n t  l a  r e l a t i o n  d u  I . 7 )  c ) ,  m o n t r e r  q u e  G '  e s t  s o l u t i o n  s u r

l - 1 ,  1  [  d e  1 '  é q u a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e

( E l )  :  ( 1 - x ) 2 y ' - ( 1 - x - À )  y  =  o .

d )  R é s o u d r e  ( E i . )  s u r  ] - 1 , 1 [  e t  e n  d é d u i r e  I ' e x p r e s s i o n  d e  G À .

4 )  E n  u t i l i s a n t  c e  q u i  p r é c è d e ,  d é m o n t r e r  q u e  l a  s u i t e  d e  f o n c t i o n s
( S n "  ) n € 1 , .  c o n v e r g e  s i r n p l e m e n t  s u r  [ 0 , + o o 1  v e r s  f a . -

'

I I f .  T r o i s i è m e  p a r t i e

D a n s  t o u t e  c e t t e  p a r t i e  n  d é s i g n e  u n  é l é m e n t  f i x é  d e  h l .

1 )  a )  E t a b l i r  :  V t  Ê  [ 0 , + o c 1  L n + 1  ( t )  =  r  L i  t t l  +  ( n + 1 - r )  L n  ( t )  ( o n  p o u r r a
r e m a r q u e r  q u e  g n * 1  ( t )  =  t  ç n  ( t )  )  .

' ' .
b  )  E n  u t i l i s a n t  l - a  r e l a t i o n  d u  T . 7  )  c  )  e t  c e  q u i  p r é c è d e ,  m o n t r e r  q u e

L n  e s t  s o l u t i o n  s u r  [ 0 ,  + o o ;  d e  l ' é q u a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e
( € n )  :  t  z "  +  ( 1 - t ) z '  +  n z  =  0 .

2 )  S o i t  z  u n e  s o l u t i o n  d e  ( €  n  )  s u r  ]  0 ,  + o o 1  ,  l i n é a i r e m e n t  i n d é p e n c l a n t e  d e  L n  .

a ) J u s t i f i e r 1 ' e x i s t e n c e d e z e t é t a b 1 i r 1 ' e x i s t e n c e d ' u n r é e 1 r y ' >

que Ln  ne  s  '  annu le  pas  sur  ]  0  ,  cu  I

b )  s u r  l 0 , c r [  o n  p o s e  U  =  3 .  D é t e r m i n e r  u n e  é q u a t i o n  d i f f é r e n t i e t t e
Ln

v é r i f i é e  p a r  U  s u r  l 0 , q [  e t  e n  d é d u i r e  q u ' i l  e x i s t e  u n  r é e l  K  n o n

n u l  t e l  q u e  u ' ( t )  " ,  I  a u  v o i s i n a g e  d e  o  à  d r o i t e .
t

E t u d i e r  l a  l i m i t e  d e  U ( t )  q u a n d  t  t e n d  v e r s  O + .

3 )  D é t e r m i n e r  I a  d i m e n s i o n  d u  R - e s p a c e  v e c t o r i e l  d e s  s o l u t i o n s  d e  ( € n )  s u r

[ 0 , + o o 1 .
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4 )  s o i t  ( a , b )  e  É  a v e c  o

l inéa i rement  indépendan tes  de  (€n)  su r  ]0 ,+oo1  e t  on  suppose  :

( z .o l  =  z r (b )  =  o

1r, ne s '  annule pas sur I  a, b t
\

Mon t re r  que  ZZ  s 'annu le  une  e t  une  seu le  fo i s  su r  ]a ,b [ .  (0n  pour ra

u t i l i s e r  l a  f o n c t i o n  W  =  Z r Z ,  Z Z Z |  e t  c a l c u l e r  l I ' ) .

\
5 )  Mbn t re r  que  tou te  so lu t ion  non  nu l le  de  (€n)  su r  ]0 ,+oo1  s 'annu le  un  \

...,, nombre f ini de f ois dans ] 0 ' +ooi

tr

\

t'
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